
慶應大学医学部 2022年度予想問題　

第 1問　

以下の文章の空欄に適切な数または式を入れて文章を完成させなさい.

(1) 多項式 f(x)に対して, f(x)を (x+1)2で割った余りが 4x+1であり, (x− 2)f(x)

を (x− 1)2で割った余りが 5x− 2であるとする. このとき, f(x)を (x+1)(x− 1)

で割った余りは（あ）であり, 条件を満たす f(x)のうち最も次数が低い多項式は

f(x) = （い） である.

(2) 関数 f(x) = 2 sin 10x− 5 sin 4x が極値を取るような xの値のうち x > 0に含まれ

るものを小さいほうから順に a1, a2, a3, · · · (a1 < a2 < a3 < · · · )とする. このと

き, a6 = （う） , f(a99) = （え） であり,
π

3
< x <

4π

3
の範囲に含まれる f(x)

の極値の総和は（お） である.

(3) 方程式 x4+x2y2+ y4 = 39p を満たす整数 x, yと素数 pの組で 0 < x ≦ yを満た

すものは全部で （か） 組あり,そのうち pが最大である組は (x, y, p) = (（き） ,

（く） , （け） )である.



第 2問　

以下の文章の空欄に適切な数または式を入れて文章を完成させなさい.

1つの袋と 1, 2, 3, 4の数字が書かれたカードがそれぞれ 1枚ずつ用意されており,

袋の中にはこの 4枚のカードが入れられているとする. このとき, 十分に多くの球と

4つの箱 A1, A2, A3, A4 に対する次の操作 Tを考える.

操作 T

(T1) 袋の中から無作為にカード 1枚を取り出す.

(T2) 取り出されたカードに書かれている数字が kのとき, 箱 Ak の中に

球を 1つ入れる.

(T3) 取り出したカードを袋の中に戻す.

以下, n, mは自然数として, すべての箱が空の状態から始めて操作 Tを繰り返し

行って, 4つの箱すべてに少なくとも 1個の球が入れられたところで操作 Tを終了す

るとする.

(1) 操作 Tをちょうど n回繰り返して終了する確率を pnとすると, pn = （あ） で

ある. ただし, n ≧ 4とする.

(2) 操作 Tをちょうど n回繰り返して終了したとき, 同じ箱に連続して球が入れられ

ることがなかった確率を qnとすると, qn = （い） である. ただし, n ≧ 4とする.

(3) 操作 Tを偶数回繰り返して終了する確率は （う） である.

(4) 操作 Tの開始後に箱A1に入れられている球の個数が他の箱に入れられている球

の個数よりも多い状態を常に保って, 操作Tをちょうど 8回繰り返して終了する確

率は （え） である.

(5) 操作Tをちょうど 2m+1回繰り返して終了し, 終了時に箱A1に奇数個の球が入

れられている確率を rm とすると, rm = （お） である. ただし, m ≧ 2とする.



第 3問　

以下の文章の空欄に適切な数または式を入れて文章を完成させなさい. また, 設問

(4)に答えなさい.

正の実数 s, t, uに対して, 楕円 C1 :
x2

s
+

y2

3t
= 1および双曲線 C2 :

x2

u
− y2

t
= 1

を考える. 楕円 C1は点 (
√
3, 0)を焦点に持ち, 楕円 C1と双曲線 C2は第 1象限の点

Pで交わり, 交点 Pにおける C1 の接線と C2 の接線は互いに直交しているとする.

(1) s, uを tを用いて表すと s = （あ） かつ u = （い） である.

(2) 交点 Pの座標を tを用いて表すと P(（う） , （え） )であり, 条件を満たすよう

に tを変化させたときの点 Pの軌跡と x軸, y軸で囲まれた領域の面積は （お）

である.

(3) 点 PにおけるC1の接線, C2の接線および x軸で囲まれた三角形の面積を T とす

る. T を tを用いて表すと T = （か） である.

(4) 楕円 C1 と双曲線 C2 で囲まれた領域のうち x ≧ 0かつ y ≧ 0に含まれる部分の

面積を S とするとき,

√
3

3
< lim

t→+0

S

t2
<

2
√
3

3
が成り立つことを示しなさい. ただ

し, lim
t→+0

S

t2
が収束することは証明なしで利用してよいとする.



第 4問　

以下の文章の空欄に適切な数または式を入れて文章を完成させなさい. また, 設問

(1)に答えなさい.

(1) pを正の実数, nを 2以上の自然数とし, fn(x) =
1

1 + xp
−

{
1 +

n−1∑
k=1

(−1)kxpk

}

とおくとき, lim
n→∞

∫ 1

0

fn(x) dx = 0 が成り立つことを示しなさい.

(2) x ̸= −1を満たす任意の実数xに対して
1

x3 + 1
=

a

x+ 1
+

b(2x− 1)

x2 − x+ 1
+

c

x2 − x+ 1

が成立するような実数の定数 a, b, cの値は a = （あ） , b = （い） , c = （う）

であり, 無限級数
∞∑
k=1

(−1)k−1

3k − 2
= 1− 1

4
+

1

7
− 1

10
+ · · · · · · の和の値は（え） であ

る.

(3) 0 < θ < πを満たす実数 θに対して z = cos θ+ i sin θとおくとき, 1− zの絶対値

と偏角は |1− z| = 2 sin （お） , arg(1− z) = （か） と θを用いて表される. よっ

て, z+z3+z5+ · · · · · ·+z2n−1 =
z(1− z2n)

1− z2
= （き） (cos （く） + i sin （く） )

と θ, nを用いて表される. ただし, 0 ≦ arg(1− z) < 2πとし, 空欄に入る数または

式は実数値を取るとする.

(4) In = lim
α→+0

∫ π
2

α

sin 2nθ

sin θ
dθ とおくと, (3)における和 z+ z3 + z5 + · · · · · ·+ z2n−1

の実部を考えることにより lim
n→∞

In = （け） と求まる.



慶應大学医学部 2022年度予想問題解答　

第 1問　

(1) f(x)を (x+ 1)2 で割った商を Q1(x)とすると, f(x) = (x+ 1)2Q1(x) + 4x+ 1

であり, x = −1を代入して f(−1) = −3 · · · 1⃝を得る. (x− 2)f(x)を (x− 1)2で

割った商を Q2(x)とすると, (x− 2)f(x) = (x− 1)2Q2(x) + 5x− 2 · · · 2⃝であり,

x = 1を代入して f(1) = −3 · · · 3⃝を得る. f(x)を (x+ 1)(x− 1)で割った商を

Q3(x), 余りを ax+ bとすると, f(x) = (x+ 1)(x− 1)Q3(x) + ax+ b であり, x =

−1, 1を代入して 1⃝と 3⃝を利用すると, f(−1) = −a+ b = −3, f(1) = a+ b = −3

を得る. これより, a = 0, b = −3となるから, f(x)を (x+1)(x− 1)で割った余り

は −3である.

2⃝の両辺を微分すると f(x)+(x−2)f ′(x) = 2(x−1)Q2(X)+(x−1)2Q2
′(x)+5

となり, x = 1を代入して 3⃝を利用すると, f ′(1) = −8 · · · 4⃝を得る. ここで, f(x)

を (x+1)2(x− 1)2で割った商をQ4(x), 余りをR(x)とすると, f(x)を (x+1)2で

割った余りが 4x+1であり, R(x)は 3次以下より, R(x) = (x+1)2(px+q)+4x+1

とおけて, f(x) = (x+1)2(x− 1)2Q4(x)+ (x+1)2(px+ q)+4x+1 · · · 5⃝となる.

よって, 5⃝に x = 1を代入して 3⃝を利用すると f(1) = 4(p+ q) + 5 = −3すなわ

ち p+ q = −2 · · · 6⃝を得る. さらに, 5⃝の両辺を微分すると

f ′(x) = 2(x+ 1)(x− 1)2Q4(x) + (x+ 1)2 · 2(x− 1)Q4(x)

+(x+ 1)2(x− 1)2Q4
′(x) + 2(x+ 1)(px+ q) + (x+ 1)2 · p+ 4

となり, x = 1を代入して 4⃝を利用すると, f ′(1) = 4(p+ q)+4p+4 = −8 · · · 7⃝を

得る. よって, 6⃝と 7⃝より p = −1, q = −1となるから

R(x) = (x+ 1)2(−x− 1) + 4x+ 1 = −x3 − 3x2 + x

すなわち

f(x) = (x+ 1)2(x− 1)2Q4(x)− x3 − 3x2 + x

が成立する. したがって, 条件を満たす最低次数の多項式は f(x) = −x3 − 3x2 + x

である.

(2) f(x) = 2 sin 10x−5 sin 4xを微分してf ′(x) = 20 cos 10x−20 cos 4x = −10 sin 7x sin 3x

となる. f(x)は周期 πを持つ周期関数なので 0 ≦ x < πの範囲の極値を調べると

a1 =
π

7
, a2 =

2π

7
, a3 =

π

3
, a4 =

3π

7
, a5 =

4π

7
, a6 =

2π

3
, a7 =

5π

7
, a8 =

6π

7

の 8個が存在する. ここで, 99 = 8×12+3であるから, a99 = 12π+a3 = 12π+
π

3



となり, f(a99) = f
(
12π +

π

3

)
= f

(π
3

)
= 2 sin

10π

3
− 5 sin

4π

3
=

3
√
3

2
である.

f(x)が極値を取る xの値のうち
π

3
< x <

4π

3
の範囲に含まれるものは

a4 =
3π

7
, a5 =

4π

7
, a6 =

2π

3
, a7 =

5π

7
, a8 =

6π

7
, a9 =

8π

7
, a10 =

9π

7
であり, kを整数とするとき

f

(
kπ

7

)
= 2 sin

10kπ

7
− 5 sin

4kπ

7
= 2 sin

14kπ − 4kπ

7
− 5 sin

4kπ

7
= −7 sin

4kπ

7
,

f

(
kπ

3

)
= 2 sin

10kπ

3
−5 sin

4kπ

3
= 2 sin

12kπ − 2kπ

3
−5 sin

6kπ − 2kπ

3
= 3 sin

2kπ

3

となるので

f(a4) = −7 sin
12π

7
= −7 sin

14π − 2π

7
= 7 sin

2π

7
,

f(a5) = −7 sin
16π

7
= −7 sin

14π + 2π

7
= −7 sin

2π

7

f(a6) = 3 sin
4π

3
= −3

√
3

2
,

f(a7) = −7 sin
20π

7
= −7 sin

21π − π

7
= −7 sin

π

7
,

f(a8) = −7 sin
24π

7
= −7 sin

21π + 3π

7
= 7 sin

3π

7
,

f(a9) = −7 sin
32π

7
= −7 sin

35π − 3π

7
= −7 sin

3π

7
,

f(a10) = −7 sin
36π

7
= −7 sin

35π + π

7
= 7 sin

π

7
,

であり,
π

3
< x <

4π

3
の範囲に含まれる f(x)の極値の総和は −3

√
3

2
となる.

(3) x4 + x2y2 + y4 = (x2 + y2)2 − x2y2 = (x2 − xy + y2)(x2 + xy + y2)となるので

x2 − xy + y2 = m, x2 + xy + y2 = nとおくと, x > 0, y > 0より x2 − xy + y2 =(
x− y

2

)2

+
3

4
y2 > 0より 0 < m < nである. このとき, x2 + y2 =

m+ n

2
, xy =

n−m

2
より, (x+ y)2 = x2 + y2 + 2xy =

3n−m

2
すなわち x+ y =

√
3n−m

2
と

なる. よって,
3n−m

2
= k2 を満たす自然数 kが存在する. ここで, tについての

2次方程式 t2 −
√

3n−m

2
t+

n−m

2
= 0は x, yを 2解に持つ. この 2次方程式の

判別式をDとすると, D =
3n−m

2
− 4 · n−m

2
=

3m− n

2
であり, 解の公式より

t =
k ±

√
D

2
となるから, n < 3mかつ

3m− n

2
= l2 を満たす自然数 lが存在する.



以上より, mn = 3 · 13 · pかつ 0 < m < n < 3mとなることが必要である. この

とき, (m, n) = (1, 39p), (3, 13p), (13p, 3), (39p, 1) は 0 < m < n < 3mを満たす

自然数が存在しないため不適であり, (m, n) = (13, 3p), (39, p), (p, 39), (3p, 13)

について調べればよい.

(i) (m, n) = (13, 3p)のとき, 13 < 3p < 39を満たす素数は p = 5, 7, 11であり,

それぞれk2 =
3n−m

2
=

9p− 13

2
= 16, 25, 43かつD =

3m− n

2
=

39− 3p

2
=

12, 9, 3 となるから, これらがともに平方数となるのは p = 7である. このとき,

t =
k ±

√
D

2
=

5± 3

2
= 1, 4 より (x, y, p) = (1, 4, 7) である.

(ii) (m, n) = (39, p)のとき, 39 < p < 117を満たす素数を調べればよい. ここ

で, D =
3m− n

2
=

117− p

2
について, 0 < D < 39を満たす平方数よりD =

1, 4, 9, 16, 25, 36のいずれかであり, それぞれ p = 115, 109, 99, 85, 67, 45とな

るので, 素数となるものより p = 67, 109でなければならない. これは, それぞ

れ k2 =
3n−m

2
=

3(p− 13)

2
= 81, 144 と平方数になるので適する. よって,

p = 67のとき t =
k ±

√
D

2
=

9± 5

2
= 2, 7, p = 109のとき t =

k ±
√
D

2
=

12± 2

2
= 5, 7, より (x, y, p) = (2, 7, 67), (5, 7, 109) である.

(iii) (m, n) = (p, 39)のとき, p < 39 < 3pすなわち 13 < p < 39を満たす素数

を調べればよい. ここで, D =
3m− n

2
=

3(p− 13)

2
について, 0 < D < 39を

満たす 3で割り切れる平方数よりD = 9, 36のいずれかであり, それぞれ

p = 19, 37となり素数である. このとき, それぞれ k2 =
3n−m

2
=

117− p

2
=

49, 40 となり, 平方数となるのは p = 19である. よって, p = 19のとき t =

k ±
√
D

2
=

7± 3

2
= 2, 5 より (x, y, p) = (2, 5, 19) である.

(iv) (m, n) = (3p, 13)のとき, 3p < 13 < 9pを満たす素数 p = 2, 3を調べれば

よいが, それぞれD =
3m− n

2
=

9p− 13

2
=

5

2
, 7となり平方数でないので不

適である.

以上より, 条件を満たす組は

(x, y, p) = (1, 4, 7), (2, 5, 19), (2, 7, 67), (5, 7, 109)

の全部で 4組あり, そのうち pが最大である組は (x, y, p) = (5, 7, 109)である.



第 2問　

(1) n回目の操作 Tで箱 A4に球が入れられて終了する場合を考えると, 1∼ n− 1回

目の操作TではA1, A2, A3 のいずれにも少なくとも 1回以上球が入れられるので

3n−1− 3− 3(2n−1− 2) = 3n−1− 3 · 2n−1+3通りがある. n回目の操作Tで箱A1,

A2, A3 に球が入れられて終了する場合も同様なので

pn =
(3n−1 − 3 · 2n−1 + 3) · 4

4n
=

3n−1 − 3 · 2n−1 + 3

4n−1

(2) 操作 Tをちょうど n回繰り返して終了する事象をE, 同じ番号のカードが連続し

て出ることがない事象を F とすると, 確率 qnは条件付き確率 PE(F ) =
P (E ∩ F )

P (E)

となる. ここで, P (E) = pnであるから, P (E ∩ F )を求めればよい. n回目の操作

Tで箱A4に球が入れられて終了する場合を考えると, 1回目の操作 TではA1, A2,

A3 のいずれの箱に球が入れられてもよく, 2∼ n− 1回目の操作 Tでは直前に球が

入れられた箱と A4 以外の 2つの箱のいずれかに入れていけばよいので, 2つの箱

のみに球が交互に入る場合の 6通りを除いて 3 · 2n−2 − 6通りがある. n回目の操

作 Tで箱 A1, A2, A3 に球が入れられて終了する場合も同様なので

P (E ∩ F ) =
(3 · 2n−2 − 6) · 4

4n
=

3 · 2n−2 − 6

4n−1

よって, 求める確率は

qn =
P (E ∩ F )

P (E)
=

3 · 2n−2 − 6

3n−1 − 3 · 2n−1 + 3
=

2n−2 − 2

3n−2 − 2n−1 + 1

(3) 求める確率は
∞∑
k=2

p2k =
∞∑
k=2

32k−1 − 3 · 22k−1 + 3

42k−1

=

∞∑
k=2

{(
3

4

)2k−1

− 3

(
1

2

)2k−1

+ 3

(
1

4

)2k−1
}

であり, 公比 r =

(
3

4

)2

,

(
1

2

)2

,

(
1

4

)2

はいずれも |r| < 1を満たすのでそれぞれ

の無限等比級数は収束して

∞∑
k=2

p2k =

(
3

4

)3

1−
(
3

4

)2 − 3 ·

(
1

2

)3

1−
(
1

2

)2 + 3 ·

(
1

4

)3

1−
(
1

4

)2 =
18

35

(4) 8回目の操作Tで球が入れられる箱はA1以外の 3つのいずれかで 3通りがある.

8回目の操作 Tで箱 A4に球が入れられた場合を考えると, 1回目, 2回目の操作 T

では必ず箱 A1に球が入れられる. 3回目の操作 Tで箱 A1に球が入れられたとき,



4∼7回目の操作Tで球が入れられる箱はA1, A1, A2, A3 の並べ替えの
4!

2!
= 12通

り, A1, A2, A2, A3 の並べ替えの
4!

2!
= 12通り, A1, A2, A3, A3 の並べ替えの

4!

2!
=

12通り, A2, A2, A3, A3 の並べ替えの
4!

2!2!
= 6通りのいずれかの 42通りである.

3, 4回目の操作 Tで A2, A1の順に球が入れられたとき 5∼7回目の操作 Tで球が

入れられる箱は A1, A1, A3 の並べ替えの
3!

2!
= 3通り, A1, A2, A3 の並べ替えの

3! = 6通り, A1, A3, A3 の並べ替えの
3!

2!
= 3通り, A2, A3, A3 の並べ替えの

3!

2!
= 3

通りのいずれかの 15通りである. 3, 4回目の操作 Tで A3, A1 の順に球が入れら

れたときも同様に 15通りある. 3∼5回目の操作 Tで A2, A3, A1 の順に球が入れ

られたとき 6, 7回目の操作 Tで球が入れられる箱は A1, A1 の 1通り, A1, A2 の

並べ替えの 2通り, A1, A3の並べ替えの 2通り, A2, A3の並べ替えの 2通りのいず

れかの 7通りである. 3∼5回目の操作 TでA3, A2, A1 の順に球が入れられたとき

も同様に 7通りある. 以上で 42 + 15 + 15 + 7; 7 = 86通りとなり, 8回目の操作 T

で箱 A2, A3 に球が入れられるときもそれぞれ同様なので, 条件を満たす全パター

ンの合計は 86× 3 = 258通りある. よって, 求める確率は
258

48
=

129

32768
である.

(5) 2m+ 1回目の操作 Tで箱 A1 に球が入れられて終了する場合を考える. すると,

1∼ 2m回目の操作 Tでは A1には球が入らず, A2, A3, A4 のいずれにも少なくと

も 1回以上球が入ることになるので 32m − 3− 3(22m − 2) = 9m − 3 · 4m + 3通り

の場合がある. よって, 2m+1回目の操作 Tで箱A1に球が入れられて終了する場

合の確率 P1 は

P1 =
9m − 3 · 4m + 3

42m+1

である.

2m+ 1回目の操作 Tで箱 A4に球が入れられて終了する場合を考える. 1∼ 2m

回目の操作 TでA1に 2k− 1個（1 ≦ k ≦ m− 1）の球が入れられるとすると, A1

に球が入れられる回の選び方が 2mC2k−1通りある. A2, A3 への残りの 2m−2k+1

個の球の入れ方は, A2, A3のいずれにも少なくとも 1回以上球が入ることになるた

め 22m−2k+1 − 2通りあるので, 全部で 2mC2k−1(2
2m−2k+1 − 2) 通りの入れ方があ

る. 2m+ 1回目の操作 Tで箱 A2, A3 に球が入れられて終了する場合も同様なの

で, 2m+1回目の操作Tで箱A2, A3, A4のいずれかに球が入れられて終了する場

合の確率 P2,3,4 は



P2,3,4 =
m−1∑
k=1

3 · 2mC2k−1(2
2m−2k+1 − 2)

42m+1

=
3

4m+1

m−1∑
k=1

2mC2k−1

(
1

2

)2k−1

− 6

42m+1

m−1∑
k=1

2mC2k−1

ここで, A =
m∑

k=1

2mC2k−1

(
1

2

)2k−1

, B =
m∑

k=0

2mC2k

(
1

2

)2k

とおくと

A+B =

2m∑
k=0

2mCk

(
1

2

)k

=

(
1 +

1

2

)2m

=

(
9

4

)m

−A+B =
2m∑
k=0

2mCk

(
−1

2

)k

=

(
1− 1

2

)2m

=

(
1

4

)m

となるので, A =
1

2

{(
9

4

)m

−
(
1

4

)m}
=

9m − 1

2 · 4m
であるから

m−1∑
k=1

2mC2k−1

(
1

2

)2k−1

= A− 2mC2m−1

(
1

2

)2m−1

=
9m − 1

2 · 4m
− 2m · 2

4m
=

9m − 8m− 1

2 · 4m

また, C =
m∑

k=1

2mC2k−1, D =
m∑

k=0

2mC2k とおくと

C +D =

2m∑
k=0

2mCk = (1 + 1)
2m

= 4m

−C +D =
2m∑
k=0

2mCk(−1)k = (1− 1)
2m

= 0

となるので, C =
1

2
(4m − 0) =

4m

2
であるから

m−1∑
k=1

2mC2k−1 = C − 2mC2m−1 =
4m

2
− 2m =

4m − 4m

2

よって, P2,3,4 は

P2,3,4 =
3

4m+1
· 9

m − 8m− 1

2 · 4m
− 6

42m+1
· 4

m − 4m

2

=
3 · 9m − 6 · 4m − 3

2 · 42m+1

以上より, 求める確率 rm は

rm = P1 + P2,3,4 =
9m − 3 · 4m + 3

42m+1
+

3 · 9m − 6 · 4m − 3

2 · 42m+1

=
5 · 9m − 3 · 4m+1 + 3

2 · 42m+1

である.



第 3問　

(1) C1の焦点 (
√
3, 0)が x軸上にあることから s > 3tであり,

√
s− 3t =

√
3となる

ので, s = 3(t+ 1)である. よって, P(X, Y )とおくと,
X2

3(t+ 1)
+

Y 2

3t
= 1 · · · 1⃝

および
X2

u
− Y 2

t
= 1 · · · 2⃝ が成立し, 交点 Pにおける C1, C2 の接線の方程

式はそれぞれ
Xx

3(t+ 1)
+

Y y

3t
= 1 および

Xx

u
− Y y

t
= 1 であり, 法線ベクトルは

それぞれ
(

X

3(t+ 1)
,
Y

3t

)
および

(
X

u
, −Y

t

)
となるから, 2接線の直交条件より(

X

3t+ 3
,
Y

3t

)
·
(
X

u
, −Y

t

)
= 0 すなわち

X2

(t+ 1)u
=

Y 2

t2
が成立する. これより,

実数kを用いてX2 = (t+1)uk, Y 2 = t2kとおけるので, 1⃝より (t+ 1)uk

3(t+ 1)
+
t2k

3t
= 1

すなわち (u+ t)k = 3となり, 2⃝より (t+ 1)uk

u
− t2k

t
= 1 すなわち k = 1となる

から, u = 3− tとなる.

(2) (1)よりX2 = (t+1)(3− t), Y 2 = t2となり, X > 0, Y > 0, t > 0, 3− t = u > 0

であるから, X =
√
(t+ 1)(3− t), Y = t すなわち P

(√
(t+ 1)(3− t), t

)
である.

このとき, X2 = (Y + 1)(3− Y ) すなわちX2 + (Y − 1)2 = 4となるので, 点 P

の軌跡は中心A(0, 1), 半径 2の円の第 1象限の部分となる. この円と x軸, y軸と

の交点を B(
√
3, 0), C(0, 3)とおくと, ∠CAB =

2π

3
となるので, 点 Pの軌跡と x

軸, y軸で囲まれた領域の面積 S は, 半径 2, 中心角
2π

3
の扇形と△AOCの面積の

和より, S =
1

2
· 22 · 2π

3
+

1

2
·
√
3 · 1 =

4π

3
+

√
3

2
である.

(3) 交点 Pにおける C1, C2の接線
Xx

3(t+ 1)
+

Y y

3t
= 1 および

Xx

u
− Y y

t
= 1 と x軸

との交点をそれぞれQ, RとするとQ

(
3(t+ 1)

X
, 0

)
, R

( u

X
, 0

)
であり, u = 3− t,

X =
√

(t+ 1)(3− t)によりQ

(
3

√
t+ 1

3− t
, 0

)
, R

(√
3− t

t+ 1
, 0

)
となる. これより,

点 PにおけるC1の接線, C2の接線および x軸で囲まれた三角形 PRQ の面積 T は

T =
1

2

(
3

√
t+ 1

3− t
−

√
3− t

t+ 1

)
t =

2t2√
(t+ 1)(3− t)

である.

(4) x軸の正の部分にあるC1, C2の頂点をそれぞれM, Nとおくと, M(
√

3(t+ 1), 0),

N(
√
3− t, 0)である. よって, 三角形 PNMの面積を U とおくと



U =
1

2

(√
3(t+ 1)−

√
3− t

)
t =

2t2√
3(t+ 1) +

√
3− t

となる. ここで, 面積の大

小関係 U < S < T が成立するから
2t2√

3(t+ 1) +
√
3− t

< S <
2t2√

(t+ 1)(3− t)

すなわち
2√

3(t+ 1) +
√
3− t

<
S

t2
<

2√
(t+ 1)(3− t)

となる. このとき, lim
t→+0

2√
3(t+ 1) +

√
3− t

=

√
3

3
, lim
t→+0

2√
(t+ 1)(3− t)

=
2
√
3

3

であるから,

√
3

3
< lim

t→+0

S

t2
<

2
√
3

3
が成立することが示された.

第 4問　

(1) x ̸= −1とすると−xp ̸= 1であるから, 初項 1, 公比−xp, 項数 nの等比数列の和

より 1 +

n−1∑
k=1

(−1)kxpk =
1 · {1− (−xp)n}

1− (−xp)
=

1− (−1)nxpn

1 + xp
となり

fn(x) =
1

1 + xp
−

{
1 +

n−1∑
k=1

(−1)kxpk

}
=

(−1)nxpn

1 + xp

である. このとき, 0 ≦ x ≦ 1において 0 ≦ xpn

1 + xp
≦ xpn であるから,

この区間で定積分して 0 ≦
∫ 1

0

xpn

1 + xp
dx ≦

∫ 1

0

xpn dx を得る. したがって,∫ 1

0

xpn dx =

[
xpn+1

pn+ 1

]1
0

=
1

pn+ 1
と

∣∣∣∣∫ 1

0

fn(x) dx

∣∣∣∣ = ∫ 1

0

xpn

1 + xp
dx より

0 ≦
∣∣∣∣∫ 1

0

fn(x) dx

∣∣∣∣ ≦ 1

pn+ 1
が成立し, lim

n→∞

1

pn+ 1
= 0 であるから,

はさみうちの原理より lim
n→∞

∫ 1

0

fn(x) dx = 0となることが示された.

(2) 与式を通分した分子について a(x2 − x+ 1) + b(2x− 1)(x+ 1) + c(x+ 1) = 1

すなわち (a+2b)x2 + (−a+ b+ c)x+ a− b+ c = 1 が恒等的に成立する条件より

a+2b = 0かつ−a+ b+ c = 0かつ a− b+ c = 1 となるから a =
1

3
, b = −1

6
, c =

1

2

である. このとき, x−1

2
=

√
3

2
tan θとおくと

dx

dθ
=

√
3

2
· 1

cos2 θ
,

x 0 → 1

θ −π
6

→ π
6

であるから



∫ 1

0

1

x3 + 1
dx =

∫ 1

0

(
1

3
· 1

x+ 1
− 1

6
· 2x− 1

x2 − x+ 1
+

1

2
· 1

x2 − x+ 1

)
dx

=
1

3

∫ 1

0

1

x+ 1
dx− 1

6

∫ 1

0

(x2 − x+ 1)′

x2 − x+ 1
dx+

1

2

∫ 1

0

1(
x− 1

2

)2
+ 3

4

dx

=
1

3

[
log |x+1|

]1
0
− 1

6

[
log |x2−x+1|

]1
0
+
1

2

∫ π
6

−π
6

1
3
4 tan

2 θ + 3
4

·
√
3

2
· 1

cos2 θ
dθ

=
1

3
log 2 +

1

2

∫ π
6

−π
6

2
√
3

3
dθ =

1

3
log 2 +

√
3π

9

となる.

p = 3とすると fn(x) =
1

1 + x3
−

{
1 +

n−1∑
k=1

(−1)kx3k

}
となり, 区間 0 ≦ x ≦ 1

で定積分して
∫ 1

0

fn(x) dx =

∫ 1

0

1

1 + x3
dx−

∫ 1

0

{
1 +

n−1∑
k=1

(−1)kx3k

}
dx を得る.

ここで,

∫ 1

0

{
1 +

n−1∑
k=1

(−1)kx3k

}
dx =

[
x+

n−1∑
k=1

(−1)k
x3k+1

3k + 1

]1

0

=
n∑

k=1

(−1)k−1

3k − 2

となるから,

∫ 1

0

1

1 + x3
dx =

1

3
log 2 +

√
3π

9
より

n∑
k=1

(−1)k−1

3k − 2
=

1

3
log 2 +

√
3π

9
−
∫ 1

0

fn(x) dx

であり, (1)より lim
n→∞

∫ 1

0

fn(x) dx = 0であるから

∞∑
k=1

(−1)k−1

3k − 2
= lim

n→∞

n∑
k=1

(−1)k−1

3k − 2
=

1

3
log 2 +

√
3π

9

(3) 1−z = 1−cos θ−i sin θ = 1−cos

(
2 · θ

2

)
−i sin

(
2 · θ

2

)
= 2 sin2

θ

2
−2i sin

θ

2
cos

θ

2

= −2i sin
θ

2

(
cos

θ

2
+ i sin

θ

2

)
= 2 sin

θ

2

(
cos

3π

2
+ i sin

3π

2

)(
cos

θ

2
+ i sin

θ

2

)
= 2 sin

θ

2

(
cos

θ + 3π

2
+ i sin

θ + 3π

2

)
ここで, 0 < θ < πより sin

θ

2
> 0かつ

3π

2
<

θ + 3π

2
< 2πとなり, 1− zの絶対

値は |1− z| = 2 sin
θ

2
, 偏角は arg(1− z) =

θ + 3π

2
で適する.

ここで, z2 = cos 2θ + i sin 2θ, z2n = cos 2nθ + i sin 2nθより, 同様にして

1− z2 = 2 sin θ

{
cos

(
θ +

3π

2

)
+ i sin

(
θ +

3π

2

)}



1− z2n = 2 sinnθ

{
cos

(
nθ +

3π

2

)
+ i sin

(
nθ +

3π

2

)}
となるから

z(1− z2n)

1− z2
=

(cos θ + i sin θ) · 2 sinnθ
{
cos

(
nθ +

3π

2

)
+ i sin

(
nθ +

3π

2

)}
2 sin θ

{
cos

(
θ +

3π

2

)
+ i sin

(
θ +

3π

2

)}
=

sinnθ

sin θ
(cosnθ + i sinnθ)

(4) z = cos θ + i sin θのとき

z + z3 + z5 + · · · · · ·+ z2n−1 =
n∑

k=1

(cos θ + i sin θ)2k−1

=
n∑

k=1

{cos(2k − 1)θ + i sin(2k − 1)θ}

=
n∑

k=1

cos(2k − 1)θ + i
n∑

k=1

sin(2k − 1)θ

であり,一方で, z+z3+z5+· · · · · ·+z2n−1 =
z(1− z2n)

1− z2
=

sinnθ

sin θ
(cosnθ + i sinnθ)

であるから, 実部を比較して
n∑

k=1

cos(2k − 1)θ =
sinnθ cosnθ

sin θ
=

sin 2nθ

2 sin θ

となるので

In = lim
α→+0

∫ π
2

α

sin 2nθ

sin θ
dθ = lim

α→+0

1

2

∫ π
2

α

n∑
k=1

cos(2k − 1)θ dθ

= lim
α→+0

1

2

n∑
k=1

[
sin(2k − 1)θ

2k − 1

]π
2

α

= lim
α→+0

1

2

n∑
k=1

{
sin (2k−1)π

2

2k − 1
− sin(2k − 1)α

2k − 1

}

=
1

2

n∑
k=1

(−1)k−1

2k − 1

が成立する.

p = 2とすると fn(x) =
1

1 + x2
−

{
1 +

n−1∑
k=1

(−1)kx2k

}
となり, 区間 0 ≦ x ≦ 1

で定積分して
∫ 1

0

fn(x) dx =

∫ 1

0

1

1 + x2
dx−

∫ 1

0

{
1 +

n−1∑
k=1

(−1)kx2k

}
dx を得る.

ここで,

∫ 1

0

{
1 +

n−1∑
k=1

(−1)kx2k

}
dx =

[
x+

n−1∑
k=1

(−1)k
x2k+1

2k + 1

]1

0

=
n∑

k=1

(−1)k−1

2k − 1



となるから,
n∑

k=1

(−1)k−1

2k − 1
=

∫ 1

0

1

1 + x2
dx−

∫ 1

0

fn(x) dx

であり, (1)より lim
n→∞

∫ 1

0

fn(x) dx = 0であるから

∞∑
k=1

(−1)k−1

2k − 1
= lim

n→∞

n∑
k=1

(−1)k−1

2k − 1
=

∫ 1

0

1

1 + x2
dx

となる.

このとき, x = tan θとおくと
dx

dθ
=

1

cos2 θ
,

x 0 → 1

θ 0 → π
4

であるから

∫ 1

0

1

1 + x2
dx =

∫ π
4

0

1

1 + tan2 θ
· 1

cos2 θ
dθ =

∫ π
4

0

dθ =
π

4
より

∞∑
k=1

(−1)k−1

2k − 1
=

π

4

となるので, 求める極限値は

lim
n→∞

In = lim
n→∞

1

2

n∑
k=1

(−1)k−1

2k − 1
=

π

8

• コメント　
1次試験は全科目で 500点満点で、そのうち数学が 150点を占める。試験時間は 100

分で、第 1問が 3題からなる小問集合、第 2問、第 3問、第 4問が大問となっている。

出題形式は、大部分が問題文の空所補充形式となっているが、大問中で 1～2か所の

み証明の論述やグラフの図示などの記述が要求される。空所補充では係数に 0や 1を

記入させるというような特殊なケースもあるので意識しておく必要があるだろう。第

1問は、比較的対応が容易な出題内容（少なくとも 1題は基礎レヴェル）であること

が多いので、基本的には完答が要求されるが、2018年度の (3)のような難度の高い問

題が出題されたこともある。第 2問（第 3問だった年度もある）は、毎年、操作を繰

り返し行う形の確率の問題が出題されてきたが（問題文中に枠で囲って操作 Tとし

て与える形式はほぼ不変だった）、2021年は確率ではなくデータの分析の問題が出題

された。とはいえ、従来の傾向に従って、確率についての過去問およびその類題の演

習による対策は必須である。確率の出題内容は、基本的には確率漸化式の出題が多い

が、そうでない年度（この 10年間では 2011、2012、2020年）もあるので、よく見極

めて解答方針を立てよう。また、データの分析についても対策はしっかりおこなって

おく必要があるだろう。第 3, 4問のうち 1題は微積分を中心とした出題がされてお

り、計算量が非常に多くなる場合もあって、粘り強い計算力が要求されることが少な

くない。試験時間からすると相当に厳しい出題内容なので、結果を覚えていてショー

トカット出来る部分などがある場合にはうまく活用したうえで、比較的解きやすい部

分を正確に素早く処理して、難所を考えるための時間を確保していきたい。全体とし



て、基本的な典型問題から超難問まで幅広い出題で構成されており、受験者の層を考

えると、数学について真の実力を身につけなければ合格ラインに到達できない内容と

なっている。


